Розділ 2

Основи економетричного моделювання







2.1. Особливості економетричних моделей

2.1.1. Роль і місце економетричних моделей �у математичному моделюванні

Сучасні методи управління економічними системами та процесами базуються на широкому використанні математичних методів та ЕОМ. Застосовувати математику для розв’язування певних економічних задач почали дуже давно, сотні років тому. Але протягом останніх 50–60 років, коли економічна наука сягнула певних рубежів у своєму розвитку і в ній постали задачі, які не вдається розв’язати за допомогою традиційних економічних методів, математика посіла в цій науці одне з основних місць. Сформувався напрямок теоретично-практичних досліджень — економіко-математичне моделювання. Математичне моделювання є вираженням процесу математизації наукового економічного знання. Математика, проникаючи в сутність економічної науки, приносить із собою точність та універсальність розв’язків, строгість і довершеність наукових концепцій. З розвитком математики, електронної обчислювальної техніки, загальнометодологічних та економічної наук дедалі стають різноманітнішими математичні моделі, виникають усе нові форми математичного моделювання.

Математична модель кожного об’єкта (процесу, явища) містить у собі три групи елементів: 1) характеристику об’єкта, який потрібно визначити (невідомі величини), — вектор Y = (yj); 2) характеристики зовнішніх (щодо модельованого об’єкта) умов, які змінюються, — вектор X = (xj); 3) сукупність внутрішніх параметрів об’єкта — A. 

Множини умов та параметрів X і A можуть розглядатись як екзогенні величини (тобто такі, які визначаються поза рамками моделі), а величини, що належать вектору Y, — як ендогенні (тобто такі, які визначаються за допомогою моделі).

Математичну модель можна тлумачити як особливий перетворювач зовнішніх умов об’єкта X (входу) на характеристики об’єкта Y (виходу), які мають бути знайдені.

залежно від способу вираження співвідношень між зовнішніми умовами, внутрішніми параметрами та характеристиками, які мають бути знайдені, математичні моделі поділяються на дві групи: структурні та функціональні.

Структурні моделі відбивають внутрішню організацію об’єкта: його складові частини, внутрішні параметри, їх зв’язок з «входом» і «виходом» і т.ін. Розрізняють три види структурних моделей:

1) Yj = fj(A,X); 	(2.1)

2) (i(A,X,Y) = 0; 	(2.2)

3) імітаційні моделі.

У моделях першого виду всі невідомі величини подаються у вигляді явних функцій від зовнішніх умов і внутрішніх параметрів об’єкта.

У моделях другого виду невідомі визначаються одночасно із системи співвідношень і-го виду рівнянь, нерівностей і т.ін.

В імітаційних моделях невідомі величини визначаються також одночасно із вхідними параметрами, але конкретний вигляд співвідношень невідомий.

Моделі типу (2.1) — (2.2) — це досить визначені математичні задачі, які можна розв’язати з допомогою чисельних алгоритмів. Модель (2.1) дає аналітичний розв’язок, але можливості побудови таких моделей дуже обмежені. Для розв’язування задачі (2.2), яка не зводиться до задачі (2.1), необхідно мати алгоритм, причому цей алгоритм може не лише застосовуватися для окремих розв’язків, але й виявляти загальні властивості розв’язків, які не залежать від конкретних параметрів задачі.

Імітаційні моделі не зводяться до чітко визначених математичних задач, а тому потрібно знаходити особливі способи для одержання розв’язків. Такі моделі виникають при спробах дати математичний опис особливо складних об’єктів (складних систем). Для дослідження цих об’єктів (систем) використовуються порівняно нові математичні методи: теорія випадкових процесів, теорія ігор та статистичних рішень, теорія автоматів і т.ін. Активну роль в процесі такого моделювання відіграють ЕОМ.

Імітаційні моделі не мають чіткого зображення внутрішньої організації (структури) об’єкта, і тому їм належить проміжне місце між структурними та функціональними моделями.

Основна ідея функціональних моделей — пізнання сутності об’єкта через найважливіші прояви цієї сутності: діяльність, функціонування, поведінку. Внутрішня структура об’єкта при цьому не вивчається, а тому інформація про структуру не використовується. Функціональна модель описує по�водження об’єкта так, що задаючи значення «входу» X, можна дістати значення «виходу» Y (без участі інформації про параметри ):

	Y = A(X).	(2.3)

Побудувати функціональну модель — означає знайти оператор A, який пов’язує X і Y.

Відмінності між структурними та функціональними моделями мають  відносний характер. Вивчення структурних моделей дає одночасно цінну інформацію про поводження об’єкта. З іншого боку, при вивченні функціональних моделей виникають гіпотези про внутрішню структуру об’єкта.

Економетричні моделі належать до функціональних моделей. Вони кількісно описують зв’язок між вхідними показниками економічної системи (X) та результативним показником (Y). У загальному вигляді економетричну модель можна записати так:

Y = f(X,u),

де X — вхідні економічні показники; u — випадкова, або стохастична, складова.

Показники X найчастіше можуть бути детермінованими. Адитивна складова u є випадковою змінною, а отже, з огляду на те, що залежна змінна Y залежить від u, вона також є стохастичною. Звідси випливає висновок: економетрична модель є стохастичною.

Побудова і дослідження економетричних моделей мають ряд особливостей. Ці особливості пов’язані з тим, що економетричні моделі є стохастичними. Вони кількісно описують кореляційний зв’язок між економічними величинами. Отже, щоб побудувати економетричну модель, необхідно:

1) мати достатньо велику сукупність спостережень вихідних даних;

2) забезпечити однорідність сукупності спостережень;

3) забезпечити точність вихідних даних.

2.1.2. Формування сукупності спостережень

Поняття сукупності спостережень є основою економетричного моделювання. Слід розрізняти одиницю спостереження — джерело даних і одиницю сукупності — носія ознак, які підлягають спостереженню. Ці поняття найбільш чітко розрізняються в соціально-економічній статистиці. Наприклад, під час перепису населення одиницею спостереження буде сім’я, а одиницею сукупності — окрема людина. При статистичних дослідженнях із застосуванням методів багатовимірного статистичного аналізу ці поняття часто збігаються. Тому в економетричному моделюванні здебільшого йтиметься про одиницю сукупності.

Сукупність спостережень можна зобразити у вигляді упорядкованого набору (матриці) даних з параметрами n, m, T, де n — число одиниць сукупності � EMBED Equation.2  ���; m — число ознак, які описують кожну одиницю � EMBED Equation.2  ���; t — проміжок часу, за який вивчається ознака певного спостереження. Наприклад, якщо через X позначити певну ознаку спостереження, то потрібно записати так: � EMBED Equation.2  ���, або Xijt, що означає j-та ознака і-го спостереження в період t.

За одиницю сукупності спостережень часто беруть певний економічний об’єкт, що функціонує. Вибрати одиницю сукупності — означає визначити рівень об’єкта моделювання, наприклад великий технологічний агрегат, цех, підприємство, галузь і т.ін.

Розрізняють три способи формування вибірки: часову, просторову і просторово-часову.

Якщо сукупність спостережень вивчається у статиці (просторова вибірка), то всі дані можна зобразити у вигляді матриці розміром n ( m, в якій   кожний рядок несе інформацію про одиницю вибіркової сукупності, а стовпець характеризує певну ознаку.

Часова вибірка містить набір значень ознак функціонування окремого об’єкта в динаміці m ( T, тобто по суті складається з двовимірного чи багатовимірного часового ряду.

Просторово-часова вибірка є комбінацією просторової і часової вибірок  n ( m ( T.

2.1.3. Поняття однорідності спостережень

Існує багато різноманітних підходів до аналізу та оцінювання ступеня однорідності сукупності спостережень, на основі якої будується економет�рична модель.Проте багато дослідників, хоча й мають неоднакові погляди на цю проблему, одностайні в тому, що економічні сукупності, як  правило,  неоднорідні.

В економетричному дослідженні ми користуємося поняттям відносної однорідності, і може йтися лише про досягнення розумного ступеня одно�рідності спостережень, для якого можна було б забезпечити достатню точність економічних висновків. Поняття однорідності сукупності спостережень охоплює якісну і кількісну однорідність. Під першою треба розуміти одно�рідність, яка визначається однотипністю економічних об’єктів, їх однаковою якістю та певним призначенням, а під другою — однорідність групи одиниць сукупності, що визначається на основі кількісних ознак. При цьому обидва поняття діалектично взаємопов’язані, і кількісна однорідність можлива лише за наявності одноякісності явищ та процесів, що утворюють сукупність спостережень.

Ознаки, які включаються у вибірку для кожної одиниці спостереження, будуть виступати потім як змінні економетричної моделі, тому, формуючи сукупність спостережень, треба забезпечити порівнянність даних у просторі та часі.

Це означає, що дані вихідної сукупності спостережень повинні мати:

1) однаковий ступінь агрегування;

2) однорідну структуру одиниць сукупності;

3) одні й ті самі методи розрахунку показників у часі;

4) однакову періодичність обліку окремих змінних;

5) порівнянні ціни та однакові інші зовнішні економічні умови.

2.1.4. Точність вихідних даних 

Висновки, які можна зробити в результаті економетричного моделювання, цілком зумовлені якістю вихідних даних — їх повнотою та вірогідністю. Це одна з найважливіших особливостей економетричного моделювання, на яку звертають увагу багато видатних економетристів. Так, наприклад, О. Моргенштерн [7] ступінь точності даних, які необхідні для дослідження, ставить в пряму залежність від тієї конкретної мети, заради якої виконується вимірювання. При економічних розрахунках постає питання про точність (помилку) економічних показників. Похибки показників виникають і нагромаджуються при побудові алгоритму розрахунку, при формуванні даних, у процесі обчислень. Найістотніші похибки можуть виникати при переведенні понять економічної теорії в показники. Ці помилки можна назвати помилками, пов’язаними з розрахунком економічних показників. Вони спричинюються неточністю і неповнотою визначення змісту показників, невідповідністю між вимогами і фактичним змістом, коли в принципі не можна точно виміряти економічні процеси та явища.

Усі помилки поділяються на систематичні та випадкові.

Систематичні помилки або мають постійну величину, або змінюються, підпорядковуючись певній функціональній залежності. Вони завжди однонапрямлені і можуть бути істотними за величиною.

Випадкові помилки зумовлюються впливом випадкових чинників при формуванні показників. При повторних розрахунках економічних показників такі помилки можуть взаємно погашатись. Проте це не означає, що й економічні наслідки випадкових помилок мають ті самі властивості. Часто відхилення в оцінці показника в будь-який бік призводять до втрат або економічні наслідки є нелінійною функцією випадкових помилок. Тому, формуючи сукупність спостережень для побудови економетричної моделі, слід звертати увагу на можливість існування помилок у вихідних даних. Якщо немає змоги позбутись цих помилок (а впевненість в їх наявності існує), то слід використовувати спеціальні методи оцінювання параметрів економетричної моделі, про які йтиметься далі.

2.1.5. Вибір змінних і структура зв’язків

Економетричне моделювання базується на деякій сумі професійних знань про об’єкт дослідження. До завдань попереднього аналізу належить вирішення таких основних питань:

1) визначення набору змінних, які описують процес функціонування досліджуваних об’єктів;

2) аналіз взаємозв’язків між окремими змінними;

3) установлення переліку допустимих операцій над змінними і зв’язками, тобто вибір раціонального типу економетричної моделі.

Питання вибору результативних ознак (економічних показників), що моделюються, вирішується відносно просто. Вони часто задані формулюванням мети дослідження. Вибір незалежних змінних (ознак-факторів) є процесом послідовного уточнення початкової гіпотези. У цьому процесі можна вирізнити такі етапи: формування початкової гіпотези про набір незалежних змінних; експертна оцінка цього набору; аналіз взаємозв’язків; добір і звуження кола істотних для моделювання змінних.

В основу формування початкової гіпотези про набір змінних покладено загальну схему функціонування об’єкта, що моделюється. На перелік змінних, які вносяться до початкового набору, має вплив призначення моделі, тип дослідження і т.ін.

Звуження початкового набору змінних — процес багатостадійний, який відбувається на всіх етапах побудови моделі: під час проведення апріорного аналізу і формування робочої гіпотези (ще до збору вихідних даних), на етапі їх попереднього аналізу і перетворення і навіть на етапі побудови моделі. В основу процесу звуження набору змінних на стадії формування робочої гіпотези покладено результати експертного опитування та змістовні міркування різного типу; можливість і точність вимірювань; трудомісткість збору даних; діапазон варіації і можливість регулювання значень змінних; максимально допустиме їх число; функціональні зв’язки та ряд інших міркувань.

2.2. Приклади економетричних моделей

2.2.1. Приклад 1. Виробнича функція Кобба — Дугласа

Виробнича функція — це економетрична модель, яка кількісно описує зв’язок основних результативних показників виробничо-господарської діяльності з факторами, що визначають ці показники. До основних показників можна віднести дохід, прибуток, рентабельність, продуктивність праці, собівартість і т.ін.

Перше поняття виробничої функції пов’язане з математичним моделюванням технологічної залежності між обсягом продукції, що випускається, і кількісними характеристиками витрат ресурсів. Звідси і назва функції «виробнича». Уперше така функція була побудована американськими дос�лідниками Коббом і Дугласом ще в 30-ті роки ХХ ст. за даними про функ�ціонування обробної промисловості США протягом двадцяти років і є класичним прикладом економетричного моделювання.

Функція Кобба — Дугласа (CDPF) належить до найвідоміших виробничих функцій, що набули широкого застосування в економічних дослі�дженнях, особливо на макрорівні. Класична виробнича функція Кобба — Дугласа має вигляд

	Y = aF(L1–(, 	(2.4)

де  Y — обсяг продукції; F — основний капітал; L — робоча сила.

У цій функції параметри a, ( і 1 — (  є невід’ємними. Таке твердження можна довести, якщо з виробничої функції виключити один з факторів. Для цього, поділивши ліву і праву частини залежності Y = f(F,L) на L, дістанемо функцію двох змінних

W = f(V),

де � EMBED Equation.2  ��� — продуктивність праці; � EMBED Equation.2  ��� — фондоозброєність праці.

Нехай залежність між W і V має вигляд степеневої функції, тобто

W = aV(.

Підставивши в цю функцію � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���, дістанемо:

� EMBED Equation.2  ���,     або     Y = aF(L1 – (.

Сума параметрів або степінь однорідності, класичної функції Кобба — Дугласа дорівнює одиниці. А це означає, що при збільшенні обох виробничих ресурсів на одиницю обсяг продукції також збільшиться на одиницю. Отже, ефективність ресурсів у такому разі стала.

Практичні дослідження функції Кобба — Дугласа показали, що припущення про лінійну однорідність на практиці виконується рідко. Тому була запропонована виробнича функція загальнішого вигляду

	Y = aF(L(.	(2.5)

Сума параметрів (( + () на відміну від попереднього випадку може бути як меншою, так і більшою від одиниці. Якщо (( + () > 1, то темпи росту обсягу продукції вищі за темпи росту виробничих ресурсів, а якщо (( + () < 1, то, навпаки, темпи росту продукції нижчі за темпи росту ресурсів.

Припустимо,що рівень кожного виробничого ресурсу збільшився на r %, тоді величини їх дорівнюватимуть � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���.

Обсяг продукції на основі виробничої функції запишеться так:

� EMBED Equation.2  ���

Звідси при ( + ( > 1 обсяг продукції зростає більш ніж на r %; при ( + ( < 1 — менш ніж на r %; при ( + ( = 1 продукція збільшиться на r %. Визначивши окремі коефіцієнти еластичності для виробничої функції Кобба — Дугласа, дістанемо:

� EMBED Equation.2  ���

Це означає, що граничний приріст продукції за рахунок приросту кожного ресурсу визначається як добуток коефіцієнта еластичності на середню ефективність ресурсу. Параметр a у функції Кобба — Дугласа залежить од вибраних одиниць вимірювання Y, F, L; водночас числове значення цього параметра визначається також ефективністю виробничого процесу. У цьому можна переконатись, порівнявши дві виробничі функції, які відрізня�ються одна від одної лише значенням параметра a.

Для фіксованих значень F і L тій функції, в якої більше числове значення параметра a, відповідає більше значення Y. Отже, і виробничий процес, який описується цією функцією, буде ефективнішим. Другі похідні функції Кобба — Дугласа мають такий вигляд:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Узявши до уваги, що 0 < ( < 1 і 0<(<1, YFF < 0 і YLL < 0, дійдемо висновку: при збільшенні ресурсів граничний приріст обсягу продукції зменшуватиметься. Якщо обсяг продукції у функції Кобба — Дугласа вважати сталим (таким, що дорівнює const), то можна обчислити граничні норми заміщення ресурсів:

� EMBED Equation.2  ���

Звідси бачимо, що гранична норма заміщення ресурсів у функції �Кобба — Дугласа визначається як добуток співвідношень величин ресурсів та їх коефіцієнтів еластичності.

Швидкість зміни норми заміщення ресурсів у зв’язку зі зміною величини ресурсів обчислюється так:

� EMBED Equation.2  ���      � EMBED Equation.2  ���

Мірою швидкості зміни h є еластичність заміщення ресурсів F і L, що визначається  як відношення зміни величини ресурсів до зміни величини h:

� EMBED Equation.2  ���.

Отже, еластичність заміщення в кожній точці кривої, що характеризує виробничу функцію Кобба — Дугласа, дорівнює одиниці.

Розглянемо тепер поводження функції при зміні масштабу виробництва. Для цього припустимо, що витрати кожного ресурсу виробництва збільшилися в ( раз, тоді нове значення Y визначатиметься так:

Y = a((F)((( L)( = (( ( (Y.

Степінь однорідності цієї функції дорівнює ( ( (. Якщо ( ( ( = 1, то рівень ефективності ресурсів не залежить від масштабів виробництва. Якщо ( ( ( < 1, то з розширенням масштабів виробництва середні витрати в розрахунку на одиницю продукції зменшуються, а при ( ( ( > 1 — збільшуються. Причому ці властивості не залежать від числових значень F і L і зберігають силу в кожній точці виробничої функції.

За припущення, що мета господарської діяльності — максимізація прибутку, можна проілюструвати інші властивості виробничої функції. Запишемо функцію прибутку:

П = bY r + 1– wL – rF + ( [ f(F,L) – Y ].

Підприємець вибирає такі значення Y, L, F, які максимізують прибуток при обмеженнях, що накладаються виробничою функцією. Величини b, w, r — параметри функції прибутку, ( — множник Лагранжа. Якщо виробничий процес у даному співвідношенні описується функцією Кобба — Дугласа, то можна записати умови максимізації прибутку:

� EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���,

( = (r + 1)P  при  r ( – 1,  де  P = bY r.

Звідси обсяги ресурсів такі:

� EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���

У такому випадку максимальне значення випуску продукції, якщо ( ( ( ( 1, можна записати так:

� EMBED Equation.2  ���

При  r = 1 згідно із записаними щойно умовами максимізації дістанемо:

� EMBED Equation.2  ���         � EMBED Equation.2  ���

Отже, необхідні умови для забезпечення максимізації прибутку дають змогу визначити відповідні витрати робочої сили і основного капіталу. З розширенням масштабів виробництва ефективність витрат ресурсів падає, що відповідає максимізації прибутку в умовах досконалої конкуренції. Наведений приклад виробничої функції показує, що ця економетрична модель дає змогу досить широко проаналізувати виробничу діяльність, визначити шляхи її вдосконалення з метою підвищення ефективності. Обгрунтованість такого аналізу повністю залежить од вірогідності економетричної моделі, від того, наскільки вона адекватна реальному процесу.

Проблема побудови виробничої функції або інших технологічних взаємозалежностей у виробництві — класична проблема економетрії, висвітлюється далі.

2.2.2. Приклад 2. Моделі пропозиції і попиту �на конкурентному ринку

На конкурентному ринку рівновага обміну встановлюється через рівновагу між пропозицією і попитом. Нехай g1 і g2 — кількість попиту і пропозиції деякого продукту в певний день на деякому ринку; p — ціна, за якою реалізується продукція. Величини g1 і g2 залежать від  p, оскільки ціна не влаштовує покупців і продавців, то кількість проданого товару зменшується. У результаті можна записати дві функції:

g1 = f(p, u) — функцію попиту;

     g2 = ((p, () — функцію пропозиції.

Знаючи ціну p, можна визначити величини попиту і пропозиції. Для існування рівноваги на ринку необхідно, щоб виконувалась рівність. Отже, модель має такий вигляд:

	g1 = g2 ;

	g1 = f(p, u); 	(2.6)

	g2 = ((p, ().

До неї входять дві функції, що характеризують залежність попиту і пропозиції від ціни, а також тотожність.

В реальних умовах попит і пропозиція певного товару залежать не лише від його ціни, а й від цін товарів, які можуть заміняти або доповнювати розглядуваний товар. Попит і пропозиція залежать також від інших чинників, наприклад, попит залежить від доходу покупців, а пропозиція від виробничих умов і т.ін. Тоді модель (2.6) можна записати так:

g1t = f(pt , X1t , X2t , ... Xmt , ut);

	g2t = ((pt – 1, X1t , X2t , ... Xmt , (t ); 	(2.7)

g1t  = g2t .

В цій моделі на відміну від попередньої попит у періоді t залежить від ціни в цьому самому періоді, а пропозиція в періоді t залежить від ціни попереднього періоду (t – 1).

Нехай залежність попиту і пропозиції від факторів, що впливають на них, лінійна. Тоді економетрична модель запишеться так:

g1t = a0 + a1pt + a2X1t + a3X2t + ... + am Xmt + ut ;

	g2t = b0 + b1pt – 1 + b2X1t + b3X2t  + ... + bm Xmt  + (t ;	(2.8)

g1t = g2t .

Щоб оцінити параметри цієї моделі, необхідно застосувати один з численних економетричних методів, які розглядаються далі.

2.2.3. Приклад 3. Модель Кейнса

Класична економічна теорія не вивчала спеціально фаз безробіття. Вона розглядала їх як тимчасові випадковості і довгостроковими проблемами рівноваги і росту цікавилася більше, ніж короткостроковими змінами. Проте протягом 1930–1940 рр. у переважній більшості розвинених країн спостерігалося тривале масове безробіття. Щоб передбачити розвиток економіки та вжити певних заходів впливу на економічний розвиток, потрібно було знати, як в даний момент фіксувати рівень випуску продукції та зайнятості і чому остання не буває ні дуже високою, ні дуже низькою.

Розв’язання цієї проблеми був головною турботою Кейнса. Він намагався пояснити рівень виробництва в період неповного завантаження робочої сили та обладнання. Згодом численні дослідники вивчали це питання, намагаючись висвітлити нечіткі місця теорії Кейнса або запропонувати власні розв’язання. Ці намагання привели до висновків, що капіталовкладення відіграють основну роль в кон’юнктурній еволюції з двох причин:

1) рішення про інвестиції значною мірою є автономними, вони впливають на зростання обсягів виробництва у двох секторах — предметів споживання та засобів виробництва;

2) зростання обсягів виробництва збільшує доходи, а останні, у свою чергу, впливають на збільшення обсягу виробництва предметів споживання.

Покажемо, як наведені щойно міркування можна спрощено подати у вигляді моделі.

Нехай P — загальний обсяг продукції; C — виробництво предметів споживання; I — виробництво засобів виробництва (що дорівнює капітало�вкладенням); R — доходи, які розподіляються. тоді модель запишеться так:

P = C + I ;

C = F(R, u);

R = P. 

У цій моделі I задається автономно, а F є функція, що визначає відповідність між споживанням і розподіленими доходами.

Наведена модель дуже спрощена і повністю не відтворює ні ідей Кейнса, ні справжньої складності фактів. Проте вона порівняно добре пояснює досягнутий рівень виробництва. Адже з трьох записаних щойно рівнянь можна дістати таке рівняння:

	P – F(R,u) = I. 	(2.9)

Розв’язавши його відносно P, знайдемо рівень виробництва, який пов’язаний з рівнем капіталовкладень. Так, наприклад, якщо F(R) є лінійна функція 

	� EMBED Equation.2  ���, 	(2.10)

то рівняння (2.9) набирає вигляду

� EMBED Equation.2  ���,

звідки 

	� EMBED Equation.2  ���	(2.11)

Рівняння (2.11) визначає залежність обсягу виробництва P від обсягу капіталовкладень I, які задаються автономно. Коефіцієнти � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� в цьому рівнянні залежать від функції споживання (2.10), тобто від зв’язку між R і C. Зокрема, ця функція вимірює збільшення споживання � EMBED Equation.2  ���, яке пов’язане зі збільшенням доходу на одиницю і називається «граничною схильністю до споживання». Значення � EMBED Equation.2  ���, як правило, менше за одиницю. Зокрема, у моделі Кейнса � EMBED Equation.2  ��� = 0,6. Залежність (2.11) показує при цьому, що збільшення капіталовкладень на одиницю зумовлює зростання обсягу виробництва на 1/(1 – � EMBED Equation.2  ���) — коефіцієнт, який завжди перевищує одиницю (при � EMBED Equation.2  ��� = 0,6 маємо 1/1 – � EMBED Equation.2  ��� = 2,5). Цей коефіцієнт вимірює ефект взаємозв’язку між автономним зростанням капіталовкладень та обсягом виробництва і називається мультиплікатором.

Модель (2.8) формалізує теорію Кейнса в її найпростішому вигляді. Але цінність згаданої моделі виходить за ці межі, бо вона дає змогу вивчати різні конкретні питання економічної кон’юнктури в країні, для якої було б знайдено адекватну форму функції F(R, u). Для забезпечення надійності результатів необхідно, щоб модель з потрібним ступенем точності відповідала дійсності, але досягти цього за такої вельми віддаленої схематизації не можна. Кон’юнктурні моделі, застосовувані для короткострокового прогнозування, використовують набагато більше змінних і рівнянь, але їх логічна природа досить близька до природи моделі (2.8).

2.2.4. Приклад 4. Модель споживання

Метою функціонування виробничих систем є виробництво матеріальних благ, які споживаються одразу після їх виробництва або надходять у запаси, щоб споживатися в майбутньому. Тому питання про те, як змоделювати використання матеріальних благ, посідають важливе місце серед проблем математичного моделювання виробничо-технічного рівня економічних систем. Усі види споживання (використання) матеріальних благ можна розбити на дві великі групи: виробниче і невиробниче споживання. Виробниче споживання пов’язане з використанням матеріальних благ у процесі виробництва у вигляді сировини, основних фондів і т.ін. Невиробниче споживання — це задоволення потреб людей (як окремих осіб, так і суспільства в цілому), тобто це насамперед товари народного споживання. потреба в них значною мірою визначає структуру та обсяг виробництва в цілому.

Ціль вивчення обсягу споживання — це пошук умов зміни споживання деякого товару або групи товарів залежно від їх ціни, доходів та інших істотних параметрів. Виявлення закономірностей зміни споживання базується на результатах спостережень. Наприклад, вивчивши споживання окремих сімей протягом деякого часу, визначають зміну споживання того чи іншого товару при загальному підвищенні доходів. Ці дослідження використовують деякі гіпотези щодо стабільності залежностей між споживанням і факторами, які його визначають. Постає запитання: чи можна кореляцію, що спостерігається для однієї обмеженої вибірки, інтерпретувати як доказ існування залежності в загальнішому випадку? При цьому гіпотези, які є основою для вивчення споживання, можна зобразити формально з допомогою моделі.

Нехай Ci — споживання деякого продукту і-ю сім’єю, дохід якої дорівнює ri. Припустимо, що для даного періоду відомі значення Ci і ri для невеликої кількості сімей. Як вивести звідси закономірність, на підставі якої можна визначити споживання даного продукту кожною сім’єю і в кожний період?

Найпростіший підхід полягає в ствердженні існування деякого точного функціонального зв’язку між Ci і ri, який не залежить від часу або від окремих характеристик кожної сім’ї. Тоді модель можна подати у вигляді

	Ci = f (ri). 	(2.12)

Проте неважко констатувати неадекватний характер цієї гіпотези і цієї моделі. Насправді вони припускають, що дві сім’ї з одним і тим самим доходом мають однакове споживання, а це, взагалі кажучи, неправильно, тому від моделі (2.12) потрібно відмовитися.

Перше узагальнення може полягати в тому, щоб крім доходу розглянути й інші незалежні змінні: ціну, склад сім’ї, величину наявних коштів і т.ін. Тоді можна повністю описати споживання, але суто функціональний зв’язок лишиться недосяжним навіть за наявності п’яти і більше незалежних змінних. Дві сім’ї з однаковими доходами, структурним складом, заощадженнями тощо, все одно щодо споживання тих чи інших товарів поводитимуться по-різному.

Це означає, що в попередніх гіпотезах завжди має місце така фактична ситуація: споживання частково визначається не відомими нам факторами, які ми не можемо врахувати в моделі. Такі фактори є випадковими, і необхідно оцінити їх випадковий вплив. Для цього потрібно змінити модель (2.12), ввівши до неї випадкову складову:

	Ci = f(ri) + ui .	(2.13)

У моделі споживання випадкова складова містить у собі вплив усіх випадкових факторів, а також факторів, які не належать моделі. Ця складова називається помилкою, або залишком. Ці терміни, використовуватимемо далі під час викладання матеріалу.

Загальний вигляд моделі споживання залежно від доходу сім’ї такий:

	C = f(r) + u. 	(2.14)

Якщо сукупність спостережень (кількість досліджуваних сімей) буде достатньою, щоб забезпечити вірогідність зв’язку, який визначається згідно з моделлю (2.14), то характеристики взаємозв’язку можуть бути поширені на певну групу населення країни. При цьому слід пам’ятати, що специфікація та методи оцінювання параметрів моделі також впливають на вірогідність зв’язку, що визначається економетричною моделлю.

2.3. Випадкова складова економетричної моделі

Розглянемо економетричну модель з двома змінними у загальному вигляді:

	Y = f(X) + u, 	(2.15)

де Y — залежна змінна; X — незалежна змінна; u — випадкова складова.

Це означає, що ми ідентифікували змінну X, яка впливає на змінну Y. Назвемо таку економетричну модель простою моделлю.

Як відомо, численні взаємозв’язки між економічними показниками не можна формалізувати лише на базі простої економетричної моделі. Наведені раніше приклади економетричних моделей показують, що вони описують вплив багатьох чинників на економічні процеси та явища. Причому для формалізації цих зв’язків може використовуватись не одне рівняння, а їх система.

На базі простої економетричної моделі розглянемо принципову структуру економетричної моделі та основні методи оцінювання її параметрів. Змістовне тлумачення взаємозв’язку між економічними показниками [модель (2.15)] має підказати його конкретну аналітичну форму. Але оскільки одні й ті самі економічні умови можуть задовольняти різні функції, то краще звернутися до статистичного аналізу і з його допомогою зробити вибір серед    можливих альтернативних варіантів.

Найпростішою є лінійна форма зв’язку між двома змінними:

Y = a0 + a1X ,

де a0 і a1 — невідомі параметри, перший з яких визначає довжину відрізка, утворюваного перетином прямої з віссю ординат, а другий — тангенс кута нахилу цієї прямої до осі абсцис.

Можливі й інші форми залежностей між двома змінними, наприклад:

� EMBED Equation.2  ���

Останнє з цих співвідношень є лінійним відносно � EMBED Equation.2  ���, а перші два можна звести до лінійної форми для перетворених змінних, якщо взяти логарифми від виразів в обох частинах кожного з рівнянь:

lnY = lna0 + a1X;

   lnY = lna0 + a1lnX.

Навіть побіжне знайомство з економічними показниками, взаємозв’язок між якими вимірюється, показує, що окремі експериментальні значення залежної змінної не можуть міститися строго на прямій лінії чи на графіку функції іншої форми. Певна частина фактичних спостережень над змінною лежатиме вище або нижче від значень, обчислених згідно з вибраною функцією. Якщо фактичні значення залежної змінної містяться на значній відстані від обчислених з допомогою функції, то можна припустити, що формалізація залежності між економічними показниками на основі функції типу (2.15) чи якоїсь іншої функції не адекватна реальному процесу взаємозв’язків в економіці. Проте поняття «значна відстань» не є конкретним, а тому не може бути критерієм для оцінювання адекватності моделі. 

Щоб розв’язати цю задачу, до економетричної моделі вводять стохастичну складову, яка акумулює в собі всі відхилення фактичних спостережень змінної  Y  від обчислених згідно з моделлю.

Математичний аналіз цієї складової дасть змогу зробити висновок щодо того, чи можна вважати її стохастичною і чи містить вона систематичну частину відхилень, яка може бути зумовлена наявністю тих чи інших помилок у моделюванні. 

Нехай вектор змінної Y описує витрати на споживання, а вектор X — величину доходу сім’ї. Очевидно, що для окремих груп сімей існує певна залежність між споживчими витратами і доходом сім’ї. Проте, як уже зазначалося, на розмір споживчих витрат крім доходу можуть впливати інші фактори, частина яких є випадковими. Ці фактори й зумовлюють відхилення фактичних витрат на споживання від обчислених, наприклад, на основі регресійної функції:

	� EMBED Equation.2  ���	(2.16)

Наблизити обчислені значення до фактичних формально можна введенням до моделі стохастичної складової:

	Y = a0 + a1X + u. 	(2.17)

У моделі (2.17) символом u позначено змінну, яка може набувати додатних та від’ємних значень, оскільки вона вимірює відхилення витрат на споживання кожної окремої сім’ї від обчисленого значення згідно з (2.16).

зауважимо, що в моделі (2.17) a0 і a1 — оцінювані параметри, а в моделі (2.16) � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� — їх оцінки.

Означення 2.1. Стохастичну складову u економетричної моделі називають помилкою (залишком,збуренням, відхиленням).

Введення до моделі (2.17) стохастичної складової має три підстави, кожна з яких не виключає решти двох.

1. Величину витрат на споживання визначає не лише рівень доходів, а й інші об’єктивні чинники, наприклад розмір сім’ї, середній вік і т.ін.;

2. На величину споживання впливають випадкові фактори, наприклад схильність до ощадливості, стриманість чи навпаки — надмірність у витратах і т.ін.;

3. Частина факторів, які впливають на величину споживчих витрат, не оцінюються кількісно, вони не квантифікуються. Крім того, можлива помилка вимірювання змінних.

Отже, замість залежності

Y = f(x1, x2, x3 ... xm),

де  m — досить велике, розглядається модель з невеликим числом незалежних змінних, причому Y відіграє роль функції від найважливіших � EMBED Equation.2  ���, тоді як чистий сумарний ефект від впливу всіх інших чинників відбиває змінна u. У крайньому разі, якщо лишається одна незалежна змінна, маємо:

	Y = f(X, u). 	(2.18)

У класичній лінійній економетричній моделі змінна u інтерпретується як випадкова змінна, яка має розподіл з математичним сподіванням, що дорівнює нулю, і сталою дисперсією � EMBED Equation.2  ���. Це дає змогу розглядати змінну u як стохастичне збурення (помилку, відхилення). З огляду на те, що u охоплює вплив багатьох чинників, які можна вважати незалежними, на підставі центральної граничної теореми теорії ймовірностей, доходимо висновку: стохастична складова економетричної моделі розподілена за нормальним законом.

� EMBED Word.Picture.6  ���

Рис. 2.1. Розділ залишків

Щодо нашого прикладу, коли витрати на споживання перебувають у лінійній залежності від доходу сімей, а змінна u є випадковою складовою, можна графічно зобрази�ти цю залежність за умови, що величина доходів упорядкована від меншого значення до більшого (рис. 2.1).



Розподіл імовірностей P(u) групуватиметься при цьому навколо лінії регресії � EMBED Equation.2  ���. Можливо, у цьому прикладі доцільніше було б припускати, що дисперсія відхилення u зростає зі збільшенням доходу X. Цю особливість розглянемо пізніше, бо вона може бути притаманна й іншим економічним залежностям (наприклад, залежності заощаджень від доходу, дивідендів від прибутку і т.ін.).

В економетричній моделі (2.16) параметри � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� невідомі. На підставі вибіркових спостережень X і Y потрібно не лише статистично оцінити ці параметри, а й перевірити виконання щодо них деяких гіпотез:

1) Чи можна вважати споживання пропорційними до доходу (� EMBED Equation.2  ���= 0)?

2) Чи буде гранична схильність до споживання (� EMBED Equation.2  ���) більша за половину?

3) Чи виправдана для цієї вибіркової сукупності гіпотеза про сталу дисперсію залишків для всіх значень X ?

Усі наведені щойно запитання є типовими задачами економетричних досліджень, і основна мета економетрії — вивчити класичні методи розв’язування поставлених задач, а також опанувати нові методи розв’язування складніших економічних задач, які максимально наближені до реальних умов.

2.4. Оцінювання параметрів моделі �методом найменших квадратів 

Звернемося до прикладу простої економетричної моделі, де потрібно кількісно оцінити зв’язок між витратами на споживання та доходами сім’ї (див. підрозд. 2.3). Щоб оцінити параметри моделі (2.16), необхідно сформувати вихідну сукупність спостережень, кожна одиниця якої характери�зуватиметься витратами на споживання і доходами сімей. Припустимо, що економетрична модель споживання будується для тієї групи людей, в якій зі збільшенням доходів зростають витрати на споживання, тобто модель має вигляд (2.16).

� EMBED Word.Picture.6  ���

Рис. 2.2. Кореляційне поле точок

Зобразимо кожну пару спосте�режень у системі координат, де величина витрат на споживання відкладається на осі ординат, а доходів — на осі абцис. У результаті дістанемо кореляційне поле точок (рис. 2.2).

На підставі гіпотези про лінійність зв’язку між витратами на споживання і доходом сімей (див. рис.2.2), через кореляційне поле точок можна провести безліч прямих ліній, які різняться між собою параметрами � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���. Так, якщо витрати на споживання описуватимуться прямою I, то відхилення їх фактичних значень від розрахункових матимуть переважно знак «мінус». Якщо вони описуватимуться прямою III, то ці  відхилення будуть переважно додатними, а якщо прямою II, то кількість від’ємних і додатних відхилень буде приблизно однаковою. Наявність серед відхилень переважно від’ємних чи додатних значень підтверджує, що вони мають невипадковий характер. А це означає: певна пряма лінія не адекватно описує фактичну залежність між витратами на споживання і доходом сімей. Звідси постає задача — застосувати метод найменших квадратів для оцінювання параметрів моделі, щоб відхилення фактичних витрат од розрахункових на основі прямої мали приблизно однакову суму від’ємних і додатних значень, а також були б найменшими. Останнє буде свідчити про те, що розрахункові значення витрат на споживання максимально наближені до фактичних, а це є гарантом вірогідності моделі.

Не доцільно знаходити параметри економетричної моделі, мінімізуючи суму лінійних відхилень фактичних витрат на споживання від розрахункових, бо вона може дорівнювати нулю, якщо сума від’ємних і додатних відхилень буде однаковою. Тому мінімізації підлягає сума квадратів відхилень, і величина її залежатиме безпосередньо від розсіювання точок навколо лінії регресії, а саме:

� EMBED Equation.2  ���.

Принцип найменших квадратів відхилень полягає в знаходженні таких � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���, для яких � EMBED Equation.2  ��� найменша. Необхідна умова для цього — перетворення на нуль похідних цієї функції за кожним із параметрів � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���. Метод, який реалізує принцип найменших квадратів, називається методом найменших квадратів (1МНК). Оскільки

� EMBED Equation.2  ���,

то

� EMBED Equation.2  ���

Виконавши елементарні перетворення, дістанемо систему нормальних рівнянь

	� EMBED Equation.2  ���	(2.19)

Підставимо в систему (2.19) значення � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, які можна дістати на підставі сукупності спостережень, і розв’яжемо її відносно невідомих параметрів � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Оскільки оцінки найменших квадратів такі, що лінія регресії обов’яз�ково проходить через точку середніх значень (� EMBED Equation.2  ���), то оцінки параметрів моделі можна знайти дещо інакше.

Поділивши перше рівняння системи (2.19)  на  n, дістанемо:

	� EMBED Equation.2  ���.	(2.20)

Віднімемо (2.20) від (2.16):

� EMBED Equation.2  ���.

Нехай  � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� і  � EMBED Equation.2  ���, тоді

� EMBED Equation.2  ���,

а відхилення фактичних значень від розрахункових будуть такі:

� EMBED Equation.2  ���.

Сума квадратів залишків при цьому

� EMBED Equation.2  ���. 

Мінімізація цієї суми за невідомим параметром � EMBED Equation.2  ��� дає співвідношення

	� EMBED Equation.2  ���. 	(2.21)

Крім того, можна помітити, що � EMBED Equation.2  ��� тобто друга похідна за параметром � EMBED Equation.2  ��� від суми квадратів відхилень додатна. Отже, знайдене значення � EMBED Equation.2  ��� відповідає мінімуму суми квадратів відхилень.

Параметр � EMBED Equation.2  ��� можна обчислити, використавши співвідношення (2.20):

	� EMBED Equation.2  ���.  	(2.22)

Співвідношення (2.21) можна було б дістати також, записавши друге рівняння системи (2.19) через відхилення кожної змінної від її середнього арифметичного значення, згадавши при цьому, що сума таких відхилень завжди дорівнює нулю.

Приклад 2.1. Побудувати економетричну модель, яка характеризує залежність витрат на одиницю продукції від рівня фондомісткості продукції. Вихідні дані і відповідні розрахунки для оцінювання параметрів наведені в табл. 2.1.

Таблиця 2.1

№ п/п�

Yі�

Xі�

� EMBED Equation.2  ����

XіYі�

Xі –� EMBED Equation.2  ����

Yі – � EMBED Equation.2  ����

(Xі –� EMBED Equation.2  ���)2�(Xі –� EMBED Equation.2  ���)*

(Yі – � EMBED Equation.2  ���)�

� EMBED Equation.2  ���і�

uі�

� EMBED Equation.2  ����

(Yі – � EMBED Equation.2  ���)2��1�50�90�8100�4500�-10,8�-4,2�116,64�45,36�48,8�1,2�1,44�17,64��2�40�75�5625�3000�-25,8�-14,2�665,64�336,36�41,3�-1,3�1,69�201,64��3�65�120�14400�7800�29,2�10,8�368,64�207,36�63,8�1,2�1,44�116,64��4�55�100�10000�5500�-0,8�0,8�0,64�-0,64�53,8�1,2�1,44�0,64��5�45�80�6400�3600�-20,8�-9,2�432,64�181,36�43,8�1,2�1,44�84,64��6�42�78�6084�3276�-22,8�-12,2�519,64�278,16�42,8�-0,8�0,64�148,84��7�56�110�12100�6160�9,2�1,8�84,64�16,56�58,8�-2,8�7,84�3,24��8�60�115�13225�6900�14,2�5,8�201,64�82,36�61,3�-1,3�1,69�33,64��9�64�115�13225�7350�14,2�9,8�201,64�139,16�61,3�2,7�7,29�96,04��10�65�125�15625�8125�24,2�10,8�585,64�261,26�66,3�-1,3�1,69�116,64��(�542�1008�104784�56221���3376�1587,5���26,6�819,6��Нехай залежність між витратами на одиницю продукції і рівнем фондомісткості описується прямою лінією

Y = a0 + a1X + u,

де Y — витрати на одиницю продукції; X — рівень фондомісткості; �u — залишки.

Розрахункові значення витрат на одиницю продукції можна знайти, скориставшись такою моделлю:

� EMBED Equation.2  ���.

Щоб оцінити параметри моделі � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� методом 1МНК, запишемо систему нормальних рівнянь

� EMBED Equation.2  ���

Коефіцієнти для цих рівнянь системи знаходимо за табл.2.1:

� EMBED Equation.2  ���

Розв’язком системи є параметри � EMBED Equation.2  ��� = 3,8; � EMBED Equation.2  ���= 0,5. Економетрична модель має вигляд

Y = 3,8 + 0,5 X + u.

Скориставшись альтернативним способом обчислення параметрів за допомогою відхилень середніх арифметичних, (див. табл. 2.1, стовпці 6–9) на підставі (2.21) і (2.22) дістанемо

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Зауважимо, що оцінки параметрів моделі згідно з методом 1МНК є досить чутливими до точності розрахунків та адекватності аналітичної форми моделі. Оскільки вільний член моделі � EMBED Equation.2  ���= 3,8 ( 0, то рівень витрат на одиницю продукції не є строго пропорційним до рівня фондомісткості. Кількісна оцінка параметра � EMBED Equation.2  ���= 0,5 показує, що граничне збільшення витрат при зростанні фондомісткості продукції на 1 грн. становить 0,5 грн. Еластичність витрат щодо фондомісткості продукції визначається коефіцієнтом еластичності

� EMBED Equation.2  ���

Значення цього коефіцієнта слід тлумачити так: при збільшенні фондомісткості продукціі на 1 % витрати на одиницю гранично зростуть на 0,93 %.

2.5. Оцінювання параметрів моделі методом �максимальної правдоподібності 

Для того щоб оцінити вірогідність економетричної моделі, потрібно насамперед мати дисперсію залишків � EMBED Equation.2  ���. Оцінюючи параметри моделі методом 1МНК, ми висунули гіпотезу про те, що дисперсія залишків є незмінною для всіх спостережень. Знайдемо її значення.

Фактичні значення залежної змінної згідно з моделлю (2.17) можна подати так:

	Yi = a0 + a1Xi + ui . 	(2.23)

Запишемо цю модель для середніх значень, знайдених на підставі спостережень:

	� EMBED Equation.2  ��� 	(2.24)

Віднімемо співвідношення (2.24) від (2.23):

� EMBED Equation.2  ���

Замінивши  � EMBED Equation.2  ���,   � EMBED Equation.2  ���, дістанемо:

� EMBED Equation.2  ���

Оскільки � EMBED Equation.2  ��� для розрахункових значень залежної змінної, то залишки можна подати так:

� EMBED Equation.2  ���

Величина залишків � EMBED Equation.2  ��� в даному разі визначає відхилення розрахункового значення залежної змінної � EMBED Equation.2  ��� від фактичного за умови, що всі змінні моделі (� EMBED Equation.2  ���  і � EMBED Equation.2  ���) взяті як відхилення від свого середнього значення.

Сума квадратів залишків визначатиметься у вигляді

� EMBED Equation.2  ���

Знайдемо математичне сподівання для кожної складової правої частини суми квадратів залишків:

1) � EMBED Equation.2  ���;

2) � EMBED Equation.2  ���;

3) � EMBED Equation.2  ��� 

� EMBED Equation.2  ���

Остаточно маємо:

� EMBED Equation.2  ���

Звідси

� EMBED Equation.2  ���

де � EMBED Equation.2  ��� — незміщена оцінка істинного значення � EMBED Equation.2  ���.

Досі ми не робили інших припущень про розподіл залишків ui, крім того, що середнє значення його дорівнює нулю, дисперсія є сталою і коваріації також дорівнюють нулю:

	Yi = a0 + a1Xi + ui , 	(2.25)

M(ui) = 0;

� EMBED Equation.2  ���

У (2.25) параметри a0, a1 і � EMBED Equation.2  ��� були невідомими, і згідно з методом 1МНК спочатку знайдено оцінки параметрів � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���, а далі на підставі залишків ui обчислено їх дисперсію � EMBED Equation.2  ���.

Якщо задати певну функцію закону розподілу залишків, то, скориставшись методом максимальної правдоподібності, можна одночасно знайти оцінку всіх трьох параметрів  a0, a1 і � EMBED Equation.2  ���.

Нехай залишки розподілені за нормальним законом. тоді функція правдоподібності подається у вигляді

� EMBED Equation.2  ���

Оскільки співвідношення Yi = a0 + a1Xi + ui задає лінійне перетворення залишків ui в Yi ,  де � EMBED Equation.2  ���, то функція правдоподібності буде така:

� EMBED Equation.2  ���

і

� EMBED Equation.2  ���

Дана функція містить невідомі параметри � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Тильда “~” над оцінками цих параметрів відрізняє їх від оцінок � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, і � EMBED Equation.2  ���, знайдених методом 1МНК, а також від істинних значень параметрів a0, a1 і � EMBED Equation.2  ���.

Продиференціюємо цю функцію за невідомими параметрами � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, тобто знайдемо частинні похідні і прирівняємо їх до нуля:  

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Після елементарних перетворень система рівнянь запишеться так:

	� EMBED Equation.2  ��� 	(2.26)

Порівнюючи систему (2.26) із системою (2.19), здобутою за методом 1МНК, бачимо, що перші два рівняння (2.26) такі самі, як рівняння системи (2.19), а третє рівняння системи (2.26) дає формулу оцінки дисперсії залишків.

У даному разі неважко переконатись, що оцінки параметрів � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� за методом максимальної правдоподібності повністю збігаються з оцінками 1МНК.

Отже, якщо параметри моделі � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� є лінійними функціями від залишків ui, які задовольняють багатовимірний нормальний розподіл, то оцінки їх за методами 1МНК і максимальної правдоподібності збігаються. Тому оцінки � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� також є нормально розподіленими, і математичним сподіванням їх є параметри a0 і a1. З третього рівняння системи (2.26) маємо:

� EMBED Equation.2  ���.

Параметр, який характеризує співвідношення між невідомою оцінкою дисперсії згідно з методом максимальної правдоподібності та істинним значенням дисперсії, запишеться у вигляді:

� EMBED Equation.2  ���.

Він має розподіл � EMBED Equation.2  ��� з n – 2 ступенями свободи і розподілений незалежно від � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���. Пізніше ми звернемося до параметра � EMBED Equation.2  ���, коли йтиметься про існування довірчих інтервалів для параметрів моделі.

2.6. Короткі висновки

1. Методи управління економічними системами та процесами базуються на широкому застосуванні математичних методів і ЕОМ. Математика, проникаючи в сутність економічної науки, приносить із собою точність  та  уні�версальність розв’язків, строгість і довершеність наукових концепцій.

2. Математична модель містить у собі три групи елементів: 

1) характеристику об’єкта, який потрібно визначити (невідомі величини), — вектор Y; 

2) характеристики зовнішніх умов щодо об’єкта, який моделюється, — вектор X; 

3) сукупність внутрішніх параметрів об’єкта — A. 

Множина умов та параметрів X і A можуть розглядатися як екзогенні величини, тобто такі, що визначаються за межами моделі, а величини, що входять до вектора Y, — як ендогенні, тобто такі, що визначаються за допомогою моделі.

3. Усі математичні моделі поділяються на дві групи: структурні та функціональні. Структурні моделі відбивають внутрішню організацію об’єкта, його складові частини, внутрішні параметри, їх зв’язок із «входом» та «виходом» і т.ін. Функціональні моделі описують сутність об’єктів, що моделюються, через найважливіші прояви цієї сутності: діяльність, функціонування, поводження.

4. Розрізняють три види структурних моделей:

1) Yj = fj ( A, X );

2) (i ( A,X,Y ) = 0; 

3) імітаційні моделі.

У моделях першого виду всі невідомі величини зображуються у вигляді явних функцій від зовнішніх умов і внутрішніх параметрів об’єкта. 

У моделях другого виду невідомі визначаються одночасно із систем співвідношень і-го виду.

В імітаційних моделях невідомі величини визначаються також одночасно із вхідними параметрами, але конкретний вигляд співвідношень невідомий.

5. Функціональні моделі описують поводження об’єкта так, що, задаючи значення «входу» X, можна дістати значення «виходу» Y без залучення ін�формації про параметри A, тобто Y = A( X ). Побудувати функціональну модель — означає знайти оператор A, який пов’язує X і Y.

6. Якщо функціональна модель поряд з екзогенними змінними X містить стохастичну складову u, тобто Y = f( X, u ), то вона належить до класу економетричних моделей. оскільки величина Y залежить від стохастичної змінної u, то вона є стохастичною, а отже, економетрична модель також є стохастичною.

7. Побудова економетричної моделі можлива за таких умов:

1) наявність достатньо великої сукупності спостережень вихідних даних;

2) однорідність сукупності спостережень;

3) точність і вірогідність вихідних даних;

4) висунення гіпотези про набір змінних і структуру зв’язків.

8. Сукупність спостережень можна зобразити у вигляді упорядкованого набору (матриці) даних з параметрами n, m, T, де n — число одиниць сукупності (� EMBED Equation.2  ���); m — число ознак, які описують кожну одиницю (� EMBED Equation.2  ���); T — проміжок часу, за який вивчається ознака певного спостереження. За способом формування розрізняють три види вибірок: часову, просторову і просторово-часову. Просторова сукупність спостережень вивчається в статиці, її можна зобразити у вигляді матриці розміром n ( m. Часова вибірка містить набір значень ознак функціонування окремого об’єкта в динаміці, тобто по суті складається з дво- чи багатовимірного часового ряду. Просторово-часова вибірка є комбінацією просторової і часової вибірок.

9. Поняття однорідності сукупності спостережень охоплює якісну і кількісну однорідність. Під першою треба розуміти однорідність, яка визначається однотипністю економічних об’єктів, їх однаковою якістю та певним призначенням, а під другою — однорідність групи одиниць сукупності, що визначається на підставі кількісних ознак.

10. Щоб забезпечити порівнянність ознак спостережень у просторі та часі, необхідно мати:

1) однаковий ступінь агрегування;

2) однакову структуру одиниць сукупності;

3) одні й ті самі методи розрахунку показників у часі;

4) однакову періодичність обліку окремих змінних;

5) порівнянні ціни та інші однакові економічні умови.

11. Формуючи сукупність спостережень для побудови економетричної моделі, необхідно звертати увагу на можливість існування помилок вихідних даних. Якщо немає змоги позбутися цих помилок, то необхідно вдатись до спеціальних методів оцінювання параметрів економетричної моделі.

12. Вибір змінних моделі може охоплювати такий перелік задач:

1) визначення набору змінних, які описують процес функціонування досліджуваних об’єктів;

2) аналіз структурних зв’язків між окремими змінними;

3) установлення переліку допустимих операцій над змінними і зв’язка�ми, тобто вибір раціонального типу економетричної моделі.

13. Економетричні моделі описують вплив багатьох чинників на економічні процеси та явища. Причому для організації цих зв’язків може використовуватись не одне рівняння, а їх система. Якщо економетрична модель характеризує зв’язок двох змінних, одна з яких є результативною (залеж�ною), то така модель називається простою.

14. Конкретна аналітична форма взаємозв’язку між економічними показниками згідно з простою економетричною моделлю вибирається на підставі змістовного тлумачення цього зв’язку. Найпростішою є лінійна форма між двома змінними:

Y = a0 + a1X ,

де a0 і a1 — невідомі параметри; Y — залежна змінна; X — незалежна змінна.

Можливі і інші форми залежності між двома змінними, наприклад:

� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���

15. Наведені форми залежності кількісно описують взаємозв’язок між економічними показниками лише в середньому, а кожне індивідуальне значення відрізнятиметься від обчисленого з допомогою функції, оскільки на цей зв’язок впливають і інші фактори, серед яких є випадкові, не враховані при вимірюванні.

16. Щоб урахувати наявність впливу факторів, які не входять до економетричної моделі, вводиться стохастична складова. Математичний аналіз цієї складової дає змогу зробити висновок про те, чи можна вважати її ви�падковою величиною, чи вона містить систематичну частину відхилень, яка може бути зумовлена наявністю тих чи інших помилок у моделюванні. Економетрична модель у такому разі подається у вигляді

Y = a0 + a1X + u .

17. У класичній лінійній економетричній моделі змінна u інтерпре�тується як випадкова змінна, що має розподіл з математичним сподіванням, яке дорівнює нулю, і постійною дисперсією � EMBED Equation.2  ���. Це дає змогу розглядати змінну u як стохастичне збурення (помилку, відхилення). Згідно з центральною граничною теоремою стохастична складова економетричної моделі розподілена за нормальним законом.

18. Якщо економетрична модель вимірює зв’язок між двома змінними, то кожну пару спостережень над цими змінними можна зобразити у двовимірній системі координат. У результаті дістаємо кореляційне поле точок. Згідно з гіпотезою про лінійність зв’язку через кореляційне поле точок можна провести принаймні кілька прямих ліній, які різняться своїми параметрами a0 і a1.

19. Щоб певна пряма адекватно описувала фактичну залежність, необ�хідно застосувати такий метод оцінювання параметрів моделі � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���, коли відхилення фактичних значень від розрахункових будуть мінімальними. У цьому разі мінімізації підлягає сума квадратів відхилень (залишків):

� EMBED Equation.2  ���,

на якій грунтується метод найменших квадратів (1МНК).

20. Необхідною умовою мінімізації залишків є перетворення на нуль похідних цієї функції за кожним із параметрів � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���. У результаті утворюється система нормальних рівнянь

� EMBED Equation.2  ���

розв’язком якої є знаходження невідомих оцінок параметрів  � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ���.

21. Оскільки оцінки найменших квадратів такі, що лінія регресії проходить обов’язково через точку середніх значень (� EMBED Equation.2  ���,� EMBED Equation.2  ���), то оцінки параметрів моделі можна дістати так:

� EMBED Equation.2  ���;    � EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.

22. для фактичних значень незалежної змінної модель має вигляд:

Y = a0 + a1X + u ,

а для розрахункових:   

� EMBED Equation.2  ���

Тому залишки обчислюються згідно з рівністю

u = Y – � EMBED Equation.2  ���.

Незміщена оцінка дисперсії залишків подається так:

� EMBED Equation.2  ���

23. задавши певну функцію закону розподілу залишків, оцінки параметрів моделі � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� можна знайти за методом максимальної правдоподібності. Якщо залишки розподілені за нормальним законом, то функція правдоподібності запишеться так:

� EMBED Equation.2  ���

24. Підставивши в цю функцію значення залишків ui (� EMBED Equation.2  ���), продиференціюємо її за невідомими параметрами � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� і прирівняємо перші похідні до нуля. У результаті дістанемо систему рівнянь

� EMBED Equation.2  ���

25. Якщо оцінки параметрів моделі � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� є лінійними функціями від залишків ui, які задовольняють багатовимірний нормальний розподіл, то оцінки їх за методами 1МНК і максимальної правдоподібності збігаються. Тому оцінки � EMBED Equation.2  ��� і � EMBED Equation.2  ��� також будуть нормально розподіленими, і математичним сподіванням їх будуть параметри a0 і a1.

26. Співвідношення між невідомою оцінкою дисперсії згідно з методом максимальної правдоподібності та істинним значенням дисперсії подається так:

� EMBED Equation.2  ���.

Воно має розподіл (2 з n – 2 ступенями свободи і розподілене незалежно від � EMBED Equation.2  ���і � EMBED Equation.2  ���. Звідси очевидно, що коли  n ( ( , то � EMBED Equation.2  ���.

2.7. Запитання та завдання �для самостійної роботи

З яких елементів складається математична модель?

Назвіть типи математичних моделей. Чим вони різняться між собою?

До якого типу математичних моделей належить економетрична модель?

Які особливості має економетрична модель?

Як треба розуміти сукупність спостережень та її однорідність?

Чим забезпечується порівнянність даних у просторі і часі?

Як визначається набір змінних для побудови економетричної моделі?

Наведіть декілька прикладів економетричних моделей.

Дайте тлумачення випадкової складової економетричної моделі.

Які методи застосовуються для оцінювання параметрів класичної регресійної моделі?

У чому сутність методу найменших квадратів (1МНК)?

Запишіть альтернативні варіанти оцінювання параметрів моделі методом 1МНК.

Як можна інтерпретувати параметри простої економетричної моделі?

Визначіть дисперсію залишків економетричної моделі.

Чим відрізняється метод максимальної правдоподібності від методу найменших квадратів?

Запишіть функцію правдоподібності за умови, що залишки розподілені за нормальним законом.

Запишіть співвідношення між оцінкою дисперсії за методом максимальної правдоподібності та істинним значенням дисперсії.

Знайдіть оцінки параметрів моделі Y = a0 + a1X + u методом 1МНК, якщо задані такі вектори Y і X:



Y�10�11�12�15�16�18�20�21�23�23��X�3�4�4�5�6�7�9�9�10�11��

Визначіть залишки ui економетричної моделі з попереднього завдання.

Знайдіть дисперсію залишків завдання 19.

Використовуючи дані завдання 18, знайдіть оцінки параметрів моделі за методом максимальної правдоподібності. Порівняйте ці оцінки з оцінками, знайденими за методом 1МНК.

2.8. Основні терміни і поняття

Математична модель 

Економетрична модель

Екзогенні змінні

Ендогенні змінні

Проста економетрична модель

Стохастична складова�Сукупність спостережень

Метод найменших квадратів

Метод максимальної правдоподібності

Оцінка дисперсії залишків

Функція правдоподібності

Система нормальних рівнянь��
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